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ABSTRAK
Fungsi Musielak-Orlicz merupakan fungsi Orlicz dengan beberapa syarat tambahan yang berlaku, yang kemudian
membentuk suatu ruang fungsi Musielak-Orlicz. Ruang fungsi Musielak-Orlicz dibangkitkan oleh suatu modular yang

mempunyai sifat konveks. Penambahan syarat tertentu pada ruang fungsi Musielak-Orlicz membentuk suatu ruang fungsi

Musielak-Orlicz tipe Bochner Lqj (,u, X). Selanjutnya, ditunjukkan bahwa ruang fungsi Musielak-Orlicz tipe Bochner
merupakan ruang linear dan juga ruang bernorma dengan norma || L, (z, X ) — R, dengan ME H” f ()”X qu, untuk

setiap f e L¢ (,u, X). Berikutnya, ditemukan bahwa ruang fungsi Musielak-Orlicz tipe Bochner ini juga merupakan ruang

Banach.
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1. Pendahuluan

Perkembangan teknologi saat ini mengalami kemajuan yang begitu besar. Hal ini tentu tidak lepas dari
peranan ilmu-ilmu dasar yang menjadi landasannya. Salah satu ilmu dasar yang selalu menjadi landasan
perkembangan teknologi tersebut adalah matematika. Dalam matematika, salah satu materi yang juga sedang
dan telah berkembang, baik secara teori maupun aplikasinya, adalah bidang analisis matematika.

Salah satu topik yang sedang berkembang pada bidang analisis matematika adalah teori ruang Orlicz. Ruang
Orlicz diperkenalkan pertama kali pada tahun 1931 oleh W. Orlicz. Teori ruang Orlicz mempunyai peranan yang
sangat penting dan telah banyak diterapkan ke dalam berbagai cabang matematika, salah satunya pada masalah
Optimal Control. Pengembangan dari ruang Orlicz sendiri juga mengalami kemajuan yang sangat pesat, salah
satunya adalah ruang fungsi Musielak-Orlicz. Ruang fungsi ini dikembangkan oleh Musielak dan Orlicz yang

merupakan perluasan dari ruang fungsi Orlicz yang dibangkitkan oleh suatu modular yang mempunyai sifat

konveks. Dalam hal ini, I~¢(f): I¢(t,||f(t]|x )d,u yang merupakan modular konveks membangkitkan ruang
T

fungsi Musielak-Orlicz tipe Bochner L,(x, X)= {f eL°(T,X):|f(), L¢}, yang juga merupakan ruang

Banach.



2. Pengertian Dasar

Definisi 2.1 Suatu himpunan X yang tak kosong disebut ruang linear (ruang vektor) atas lapangan [1 jika
memenuhi

(L1) (X,+) merupakan grup Abelian.

(L2) Untuk setiap X,y € X daner, € R berlaku ax € X dan:

a(X+y)=ax+ay,

(o + B)x = ax + pX,

(ap)x=alfx)

Ix = x.

Definisi 2.2 Diberikan ruang linear X. Fungsi ||: X —[ disebut norma jika

(B1) ||x|| = 0 untuk setiap x € X,

[IX]] = 0 jika dan hanya jika x =6,

(B2) |[ex|| =|a|]|x|] untuk setiap X € X dan a €[],
(B3) |[x+ ¥ [I <Ix[| + [ly]] untuk setiap x,y € X.

Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ||.|| disebut ruang bernorma dan dilambangkan dengan
(X, |I-1] ) Selanjutnya, jika normanya sudah tertentu, maka ruang bernorma cukup ditulis X saja.Setiap ruang

bernorma (X, ||.|| ) merupakan ruang metrik terhadap

d(xy)=|x=y|. xy e X.

Definisi 2.3 Diberikan ruang bernorma (X, | ).
(i) Barisan {x,}< X dikatakan konvergen ke x e X jika untuk setiap &>0 terdapat bilangan asli n,
sehingga untuk setiap bilangan asli n > ngberlaku |x, —X|| < &. Barisan {x,} konvergen ke x dinotasikan

dengan |x, — x| — 0,untuk n —ooatau limx, = x.

nN—o0

(if) Barisan {xn} < X disebut barisan Cauchy jika untuk setiap £ >0 terdapat bilangan asli n, dengan

sifat untuk setiap dua bilangan asli m,n=> nberlaku ||x, —X,|| < &.



Teorema 2.4 Diberikan ruang bernorma (X, ||} Jika barisan {x,}< X konvergen, maka {x,} merupakan

barisan Cauchy.

Definisi 2.5

(i) Ruang bernorma (X , ||||) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalam X konvergen.

(i) Ruang bernorma (X||||) disebut ruang Banach jika (X||||) lengkap.

Definisi 2.6 Diberikan X ruang bernorma.

(i) Barisan {f,} < X dikatakan summable ke suatu se X jika barisan {s }, dengans,=> f,
k=1

konvergen ke s. Ditulis dengan Z f, =s.

n=1

(i) Barisan { f,} = X dikatakan absolutely summable jika i” .|| <.
n=1

Teorema 2.7 Ruang bernorma X lengkap jika dan hanya jika setiap barisan yang absolutely summable adalah
summable.

3. Ruang Bermodular

Definisi 3.1 Diberikan sebarang ruang linear T atas lapangan [J .

Fungsi non-negatif p: T — [0, oo) disebut modular pada T jika untuk setiap X,y € T berlaku:
M1) p(x)=0=x=6,

(M2) p(=x)= p(x),

(M3) p(ax + By) < p(x)+ p(y) jika e, p €[0,1] dengana + 8 =1.

Ruang linear T yang dilengkapi dengan suatu modular disebut ruang bermodular dan dilambangkan dengan
(T, p).



Suatu himpunan B Y, dengan Y ruang linear, disebut himpunan konveks jika untuk setiap X,y € B
dan a,ﬂe[O,l] dengan «a+ =1, berlaku ax+ fy € B. Fungsi f:B —[] dikatakan konveks, jika B
konveks dan untuk setiap X,y € B dan «, 8 €[0,1] dengan o + =1 berlaku f(ax+ fy)< of (x)+ B (y).

Selanjutnya, modular p dikatakan memenuhi sifat konveks jika p merupakan fungsi konveks. Pada

pembahasan selanjutnya, yang dimaksud modular adalah modular yang memenuhi sifat konveks, kecuali bila

dinyatakan lain.

Teorema 3.2

(i) Jika ¢, @, € R dengan 0 < a, <a,, maka p(a,x) < p(a,x) untuk setiap x € X .

(i) Jika p(x)< &untuk setiap £ >0, maka X = 6.

4. Ruang Fungsi Musielak-Orlicz tipe Bochner
Definisi 4.1 Diberikan sebarang ruang linear T.

Fungsi ¢: T xR —> [O,oo) disebut fungsi Musielak — Orlicz jika:
1) #(t,u)=0<u=0,untuksetiap t T,
@) ¢(t.—u) = g(t,u)
(3) &(t,.)kontinu
(4) ¢(t,.)naik pada (0,)
(5) ¢(-, u)terukur, untuk setiap U e R
(6) ¢(t,~) konveks,

#(t.u)

(7) —=——2 —>0 jikau—>0padaT.
u

Contoh 4.2

Diketahui T ruang linear sebarang dan fungsi ¢:T xR — [O,oo) , dengan

(t,u)=|u/®,1< p <oo,

untuk setiap t. Fungsi ¢ merupakan fungsi Musielak-Orlicz, karena:



1 #(t,u)=0<|u® =0 < [u/=0<u=0, untuk setiap t € T,

2. gu)=u’” =l =g(tu),

3. #(t,.) kontinu,

4, #(t,.) naik pada (0,0),

5. #(-,u) terukur, untuk setiap U e R, karena untuk setiap nell, dibentuk barisan fungsi sederhana
@, T =1, dengan ¢, (t) =|u|p ,1< p <oo,u el],untuk setiap n. Diperoleh bahwa untuk setiap n, ¢,

uf - f’| =0

@, (t)—g(t,u)| =lim

n—o0

merupakan fungsi konstan. Selanjutnya, lim
n—oo

6. #(t,) konveks.
Dipunyai ¢(t,u)=]u|” 1< p<o.

P*),u>0 ~1)(u”?),u>0
p(u )u> . Akibatnya ¢,, = P(p )(u )u>

i leh ¢ = .
DlperOe ¢u ip(upfl),u<0 ip(p_l)(up72)’u<0

Jadi untuk setiap u = 0, diperoleh ¢,, >0. Jadi ¢ konveks pada (—oo,0]w[0,00)=[].

uu —

p

u
7. jika u—0 pada T ' maka $(t,u) :u.
u u

p

p
-u
Diperoleh untuk u > 0, berlaku Y _UPt 550 danuntuk u < 0, berlaku u =+u"? 50.m
u —u

Untuk fungsi Musielak-Orlicz ¢, didefinisikan fungsi |, : L’ > [O, oo) dengan
()= [t £ O
T

untuk setiap f eL°. Dapat ditunjukkan bahwa fungsi I¢ merupakan modular konveks. Kemudian,
didefinisikan ruang fungsi Musielak-Orlicz L, dengan L, = {f el’: I ,(cf) <o untuk suatu ¢ > 0}. Dapat
ditunjukkan bahwa ruang fungsi Musielak-Orlicz L¢ merupakan ruang linear. Selanjutnya, fungsi Musielak-
Orlicz ¢ dan y dikatakan saling berkomplemen jika |xy| < #(x)+y (y), untuk setiap X,y €[] ..

Untuk setiap fungsi Musielak—Orlicz ¢, didefinisikan fungsi ¢ :T xR — [0, oo) , dengan



¢ (t,v) = sup{u V|- ¢(t, u)},

u>0

untuk setiap Ve R dan t € T . Dapat ditunjukkan bahwa fungsi ¢ juga merupakan fungsi Musielak-Orlicz.

Teorema 4.3 Untuk setiap fungsi Musielak-Orlicz ¢, berlaku uv§¢(t,u)+ ¢*(t,v), u,v>0,untuk setiap
teT.

Definisi 4.4 Fungsi Musielak — Orlicz ¢ dikatakan memenuhi kondisi-A,, ditulis ¢ € A,, jika terdapat

konstanta k > 0dan u, >0 sehingga ¢(t,2u)£ k¢(t,u) , untuk setiap t € T dan u > u,.

Selanjutnya, didefinisikan fungsi 1, : L°(T, X ) (0,c0), dengan 1,(f)= I¢(t|| f(t), )d,u ,untuk setiap
T

fel® (T, X). Dapat ditunjukkan bahwa fungsi i; merupakan modular.

Teorema 4.5 Fungsi I~¢ merupakan modular.
Bukti:
Untuk setiap f,g e L°(T, X) berlaku:

@ 1,(f)=0s [4lt]f ), )du=0

= ¢(t,|| f(t), )=0, hd. pada T
<|f(t), =0« f(t)=0,hd. pada T
< f=60,hdpadaT,

@ I¢ - 1), )d
=J.¢t’”]c tmx d
:I~¢(f)’

(3) untuk a, B €[0,1] dengan & + 8 =1, akan ditunjukkan r¢(af +fAg)< r¢(f )+ r¢(g).

Karena ¢ merupakan fungsi naik, maka berlaku

A e + pa)o], )< ot (e YO, +1B0 X0 )



Sehingga diperoleh,

1,(of + )= [olt o + Ao)e), Jo

t (XN + (B0 e
(el @), + (Ao, )lde
[{ao(u]t @, )+ po(ulo )] ))dn
= Jao{t]f () )+ [ Ao(t]o (1) )
o(t]f (O Jau+ A o(t o (1), ox
<Jo(t[ O, )du+Jo(tJo 0 o

<Job
-jot

IN

Dari (1), (2), dan (3) terbukti bahwa fungsi T¢ merupakan modular.®

Untuk fungsi Musielak-Orlicz ¢, didefinisikan L¢(,u,X):{f e (T, X):| £()l, eL¢}. Dapat

ditunjukkan pula bahwa L, (,u, X) merupakan ruang linear.

Teorema 4.6 Ruang fungsi L¢ (,u, X) merupakan ruang linear.

Bukti:

Diambil sebarang f,g e L,(x,X) dan o skalar, artinya |[f ()], €L, dan |g(}), €L,. Karena L, ruang
inear, maka bertaks (), + 100 )<L, can (£}, =l (), <L Avate af <L, X).
Selanjutnya, karena [[f()], €L, dan |g()|, €L, maka berdasarkan definisi diperoleh bahwa
IO, o), €L° dan terdapat c,,c, >0 sehingga berlaku 1,(c,[f (), )=1,((c.f)), )< dan

I¢(c2||g(.]|x )= |¢(“(ng)(']|>< )<eo.



Dipilih ¢ = min {c,,c, }, maka %c > 0 dan berlaku

et J= oot ea] Jof 3o 3o
1|3 o (Beo ]

_% 1 (I 0N, ) 1,((ca) )
<1,(e X, )+ I¢(J €00, )

<00,

f+g)()(

Jadi |(f +9))|, eL,. Karena f,gelL,(x,X) maka f,gel’(T,X). Diperoleh f+gel’(T,X).
Dengan kata lain, f +g € L¢(,u, X).

Jadi L, (u, X ) merupakan ruang linear. m

Didefinisikan | : L, (1 X)— R, dengan ME H” f ()||X H¢ untuk setiap f e L, (12, X ). Dapat ditunjukkan

bahwa (L¢ (12, X), ||||) merupakan ruang bernorma.

Teorema 4.7 Ruang fungsi L¢ (,u, X) merupakan ruang bernorma.
Bukti:

Menurut Teorema 4.6, L, (4, X ) merupakan ruang linear. Tinggal ditunjukkan || merupakan norma.

(N1) Karena [, merupakan norma, maka | [, >0. Akibatnya, diperoleh bahwa || ()], >0. Jadi
|f][=0. Selanjutnya,
[Fl=0=[If0),], 0= 1f(), =0 f =0
(N2) Untuk setiap f € L,(, X) dan & skalar, berlaku
Jo | =l N,
[l £, ],



=[ed[IT O],
= el f]
(N3) Diambil sebarang f, g e L,(x, X ). Diperoleh,
I+ ol =JiF +a ), ],
=[I£ 0+ g0,
<[l On +la Ol
<O, el

=[f]+]g-

Dari (N1), (N2), dan (N3) diperoleh bahwa (L¢(yX)||||) adalah ruang bernorma terhadap norma

1= Ol ],

Teorema 4.8 Ruang bernorma (L¢ (12, X), ||||) merupakan ruang Banach.

Bukti:
Diambil sebarang {f, } = L, (x, X) sehingga

Z;” f.[]=M <oo.

Klaim Z f. konvergen di dalam L¢ (,u,X).SeIanjutnya, untuk setiap nell, didefinisikan g, dengan

n=1

g, (X) :Z‘ f, (x)‘ Maka
k=1
=[S
k=1

Karena ||g,[<M :J‘|gn|p <MP.

<2 [tl=2 =M.
k=1 k=1



Untuk setiap X, berlaku g, (X)<g,,(X) dan ||g,[<M, maka g,(x)—> g(x). Akibatnya g terukur.
Selanjutnya, karena {gn } naik dan tak negatif, maka menurut Lemma Fatou berlaku

[gP <lim[g? =lim[|g,]” <M®.
Akibatnya g° terintegral dan g berhingga h.d. pada T.

Jadi, ada T < T dengan y(T') =0 sehingga g(X) < oo, untuk setiap xeT —T .

Akibatnya, untuk setiap xeT —T,berlaku ka(x) absolutely summable. Artinya, bahwa
k=1

i‘ f (x)‘ < oo, Akibatnya {g, } konvergen, katakan ke s(X).
k=1

s(x),xeT-T _. n
(x)xe . Diperoleh s, =" f, dan s terukur.

Selanjutnyadidefinisikant(x)z{ 0T
, XE k=1

Karena

s, (x)| < g(x), maka [s(x)|< g(x). Diperoleh,
s, (x)—s(x)‘p S(sn (x)‘+‘s(x)‘)p
<(l9(al+]a(0))" =29 (x)".

Sn(X)—S(X)‘p — 0h.d. pada [J, maka

Karena 2P g" terintegral dan

j|sn —s|—0.
Akibatnya, ||s, —s|” =0 < ||s, —s| >0

&S, S
n
@{ka}—w
k=1

@i f,=s.
k=1

Dengan kata lain, { f, }summable. Jadi diperoleh L, (, X) lengkap.

Terbukti bahwa ruang bernorma (L¢ (12, X), ||||) merupakan ruang Banach.®



Selanjutnya, ruang fungsi L¢ (,Ll, X) disebut ruang fungsi Musielak — Orlicz tipe Bochner.

5. Kesimpulan

Di dalam pembahasan telah dibuktikan bahwa, I¢(f):j¢(t, f (t))dy merupakan modular konveks.

T

Modular ini membangkitkan ruang fungsi Musielak-Orlicz L, = {f el’: I, (cf) < oo untuk suatu ¢ > O}.

Selanjutnya, untuk setiap fungsi Musielak — Orlicz ¢, didefinisikan fungsi ¢*(t,v)= sup{u |v| —¢(t,u)}, yang
u>0

juga merupakan fungsi Musielak-Orlicz dan fungsi ¢* disebut fungsi komplemen dari ¢ . Selanjutnya telah

ditunjukkan pula bahwa r¢(f)= j¢(t,||f(t]|x )d,u merupakan modular konveks. Modular ini membangkitkan
T

ruang fungsi Musielak-Orlicz tipe Bochner L, (u, X)={f € L°(T, X):|f O, e L, . Lebih lanjut, L, (s, X)

merupakan ruang Banach terhadap | f | = H”f()”X H¢ untuk setiap f e L,(u, X).
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